Escola Secundaria de Alberto Sampaio 112 Ano
Ficha Formativa de Matematica A — Geometria IV

Paralelismo e perpendicularidade. Sistemas de equacgdes.

N
Paralelismo e perpendicularidade de retas
No espaco, duas retas r e s sdo_paralelas se e sé se os seus vetores diretores sdo colineares:
- -
r//s < r é colinearcom s
N\ J
Exemplo:
Sejam as retas r e s definidas por:
X—2 +1
r: =Y z=5
3 —6
s: (x,vy,z)=(1,2,3)+k(-1,2,0) ,keR
- -
Os vetores r =(3,-6,0) e s =(-12,0) s&o vetores diretores das retas r e s, respetivamente.
Vejamos agora se a reta r é paralela a reta s através da colinearidade dos seus vetores diretores, ou seja, se existe
um k real, tal que:
55 3=—k k=-3
r=ks < (3,-6,0)=k(-1,2,0) < (3,-6,0)=(-k,2k,0) < =
—6 =2k k=-3
- -
Donde se conclui que os vetores sdo colineares, ou seja, r =—3 s . Entdo asretasr e s sdo paralelas.
s A
Paralelismo e perpendicularidade de retas
No espaco, duas retas r e s s3o perpendiculares se e sé se os seus vetores diretores sao perpendiculares:
- - - -
rls < rls < r.s=0
N\ J

Exemplo:

Sejam as retas s e t definidas por:

s: (x,v,z)=(1,2,3)+k(-1,2,0) ,keR

-1 z+4
t: y =

X

2 1 2
— —

Os vetores s :( —1,2,0) e t= ( 2,1,2) sdo vetores diretores das retas s e t, respetivamente. Se observarmos

> o

N
t =0. Entdo osvetores s e t sdo

- -
S.

5
com atencdo as coordenadas dos vetores s e t , podemos verificar que

perpendiculares, sendo as retas s e t também perpendiculares.

- -
Verificagdo: s.t=(-1,2,0).(2,1,2)=-1x2+2x1+0x2=-242+0=0 cqp.
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Paralelismo e perpendicularidade de retas e planos 7
¥ .
No espago, uma reta r é paralela a um plano a , se e s6 se um seu vetor -
9 : !
diretor r é perpendicular a um vetor n, , normal ao plano a.: | =
- - - >
r/fo < rlne < r.ne=0 o
(. J
Exemplo:
. x+5 y-3 z
Consideremosareta r: =—=— eoplano a: 6Xx+y+z+4=0
-1 2 S .
R r={-1,2,4)
. . ¥ - .
O vetor ny = ( 6,1, 1) é um vetor perpendicular ou normal ao plano dado. >
- - N r .
Um vetor diretor daretaré r= ( —1,2,4) e é perpendicular ao vetor n, pois n=={6,1,1)
- - ‘
r.ne=(-12,4).(6,1,1)=-6+2+4=0
o
- -
Istoé, r.n.=0.
Podemos entdo concluir que a reta r é paralela ao plano dado.
4 )
Paralelismo e perpendicularidade de retas e planos
F
No espag¢o, uma reta r é perpendicular a um plano o , se e s6 se um seu r T }‘1’
[+4
N = |
vetor diretor r é colinear com um vetor n, , normal ao plano a:
- - 24
rla < r écolinearcomng r
- J
Exemplo:
Consideremosaretas: (x,y,z)=(1,5,-2)+k(12,2,2),keR eoplano a: 6x+y+z+4=0
- -
O vetor diretordaretasé s =( 12,2, 2) e o vetor normal do planoa é ne= (6, 1,1 )
- -
Verifica-se que s =2n« , logo os vetores sdo colineares.
Portanto a reta s é perpendicular ao plano a. - X - .
s=(12,2,2} n_=(6,1,1)
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e ™

Paralelismo e perpendicularidade de planos

. . . g i .
Dois planos, o e 3, sdo paralelos se e sé se os seus respectivos vetores normais, n. e ng, sdo paralelos, isto é:
- -
o/ B < naécolinear com ng

\ Y,
Exemplo:

Consideremos os planos:

a:2x—y+z+3=0
e B:—4x+2y-2z-7=0
- -

Um vetor normal ao plano o, n« =(2,—1,1) é colinear com um vetor normal ao plano B, np=(-4,2,-2), pois

- -

nﬁ :—znu .

Donde se conclui que os planos sao paralelos entre si.
4 N

Paralelismo e perpendicularidade de planos

. . . e e
Dois planos, P e i, sdo perpendiculares se e s6 se os seus respectivos vetores normais, ne e ng, sao
perpendiculares, isto é:
- - - -
BLr < npln: < ng.n=0

o J
Exemplo:

Consideremos os planos:

B:—4x+2y —-2z-7=0
e m:Xx+2y—-10=0
- -
Um vetor normalao plano $, ng :( —4,2,—2) é perpendicular ao vetor normal ao plano m, n.= ( 1,2,0), pois:
- —
np.n=(-4,2,-2).(1,2,0)=-4+4+0=0

Logo, os planos B e m sdo perpendiculares.

Interseccao de dois planos

Uma reta pode ser definida como a intersecc¢do de dois planos concorrentes.
Exercicio: Determina as coordenadas de um ponto e de um vetor director da reta:

2x+y+z=0
r:
X—y—2z=2
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Resolugdo:

x—(-2x—-z)—-2z=2

2X+y+z=0 y=—2x-12 y=—2x-12 y=-2x—(3x-2) y—2=-5x
S = =
X—y—2z=2 z

A conjungdo das duas equagdes permite concluir que: X=—— = =3

N
Logo, R(0,2,-2) éumpontoder e r=(1,-5,3) éum vetor director da mesma reta .

-~
Interseccdo de uma reta com um plano

A intersec¢ao de uma retar com um plano o pode ser :
e Um ponto | , se r é concorrente com o;
® Aretar,ser estacontida no plano;

e O conjunto vazio, se r é estritamente paralela a a.

\r

%ﬂi’//// :

Areta r & concorrente Areta r esta contida Areta r é paralela
com o plano o no plano a ao plano o

rn-o',={l} rvoL=r rﬁ.[;f_,:{ }

Determinar a interseccdo de uma reta com um plano

X
Exemplo: Determina ainterseccdodareta r: 5 =y—-3=z comoplano a: 2x—4y+z —-6=0.

Modo de proceder:

1. Determina-se um ponto da reta e um vetor director da mesma;
-
Ponto dareta: A(2,3,0) ; vetor director dareta: r=(-2,1,1)
2. Escreve-se a equagdo vetorial dareta: (x,y,z)=(2,3,0)+k(-2,1,1),keR

x=2-2k
3. Escreve-searetanaforma: <y=3+k ,kelR
z=k

4. O ponto genérico daretaré: R(2-2k,3+k k)
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5. Determinar a intersec¢do de r com o é determinar k de forma que R pertengaa o, ou seja, substitui-se as

coordenadas de R na equagdo de o :

2x—4y+2-6=0 < 2(2-2k)-4(3+k)+k -6=0 < 4-4k -12 —4k+k-6=0

< —-7k—-14=0 < k=-2

6. O ponto de intersec¢do obtém-se substituindo o valor de k em R: I(2—2><(—2) , 3+(—2) , —2)

O ponto de intersecgdo | é (6,1,-2).

Exercicios Propostos:

1. Determina aintersec¢ao daretar com o plano o, sendo :

x—2 x+1

a) r——=——=7 e a:Xx+y-—-2z=3
-2 3
z+1

b) r:x:y:T e a:3x—2y+z =3

¢ r:(x,y,z)=(1,0,2)+A (-1,1,2),AeR e a:5x—3y+2z=1

(1,1,2)

(-1,2,6)

p
Interseccao de trés planos
A intersecgdo de trés planos obtém-se resolvendo o sistema:
Ax+By+Cz+D=0
A'x+B'y+C'z+D'=0
A"x+B"y+C"z+D"=0
pelo método da substituicdo ou pelo método da adicdo ordenada.
= Quando o sistema é possivel determinado, a intersec¢ao dos trés planos é um ponto;
= Quando o sistema é possivel e indeterminado, a intersec¢ao dos trés planos é uma reta ou um plano;
= Quando o sistema é impossivel, a intersec¢ao é o conjunto vazio.
.

Resolugdo de sistemas de trés equag¢des com trés incognitas

Método de substituicdo:

X+y+2z=9
Exemplo: Resolve o sistema {2x+4y—3z=1 usando o método de substituicdo.
3x+6y—5z=0

X+y+2z=9 X=9-y-2z X=9-y-2z

Resolugdo: ¢ 2x+4y—3z=1 < 12(9-y-2z)+4y-3z=1 < 18-2y—4z+4y-3z=1 &
3x+6y—5z=0 3(9—y—22)+6y—52=0 27—-3y—6z+6y—5z=0
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X=9-y-2z X=9-y-2z
X=9-y-2z X=9-2-2x3 x=1
-17+7z -17 +7x%3
2y-7z2=-17 & y:T = VZT & qy=2 & qy=2
3y-11z=-27 17472 223 z=3 z=3
3x——-11z2=-27

Logo a solugdo é o ponto A(1,2 ,3).

Método da Adicdo Ordenada:

x+2y—3z=1
Exemplo: Resolve o sistema<2x—y+4z=2 pelo método da adigdo ordenada.
5x+y—-z=-3
Resolugdo:
x+2y—-3z=1 X+2y—-3z=1 x+2y—3z=1 X+2y—-3z=1 -1 +2y—-3x2=1 y=
2x—y+4z=2 <& <x+z=1 & 9x+z=1 & 9-1+4z=1 & z=2 & qz=2
5x+y—z=-3 7x+3z=-1 x=-1 x==1 x=-1 x=-1
Logo o terno ordenado (—1,4 ,2) é solugdo do sistema
Calculos auxiliares na resolugao do sistema pelo método da adi¢ao ordenada:
1. Adigdo da 12 equagdo com o dobro da 22 equagdo: E, + 2E, —  objetivo: eliminaroy.
X+ 2y —3z=1
4x—2y+8z=4
5x +52=5 < x+z=1
2. Adicdo da 22 equagdo com a 32 equagdo: E, + E;, — objetivo: eliminaroy.
2x—-y+4z=2
5x+y-z=-3
7x  +3z=-1
3. Paraeliminar o z, multiplica-se uma das equacgées por (—3)
Designemos por E, e E; asequagdes obtidas. Assim, —3E, +E,
—3x—-3z=-3
7x+3z=-1
4x =—4 & x=-1
Exercicios Propostos:
2. Resolve cada um dos seguintes sistemas:
3x—y+2z=0 X+2y—z=—6
2.1. X+y+2z=4 (2,4,-1) 2.2. 3x+y +z=4 (1,-2,3)
2x—y=0 X —3y-2z=1
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3. Determina ainterseccdodaretar: (x,y,z)=(-1,2,0)+k(2,-3,1),keR comoplano a: 2x+y—2z=6.

(-11,16,-6)
. . o x—1 z+1
4. Determina as coordenadas do ponto de interseccdo da reta r: T: y = = comoplano a:2x +y —2z=1.
(7,3,8)
5. Seja o o plano de equagdo x +2y +3z=6 .

5.1. Determina as coordenadas dos pontos de intersec¢ao do plano o com os eixos coordenados.
(6,0,0);(0,3,0);(0,0,2)

5.2. Escreve uma equagdo vetorial da reta s que passa no ponto A(2,0,0) e é perpendicular ao plano a..
((x,y,z)=(2,0,0)+k(1,2,3),keR
6. Sejam o e B os planos definidospor o 2x+3z=1 e PB:x—-2y+z=0.
6.1. Mostra que os pontos A(-1,0,1) e B(5,1,—3) pertencem aos planos o. e P .
6.2. Escreve uma equagao vetorial da reta intersecgdo dos planos o e .
(x,y,2)=(~1,0,1) +k(6,1,-4) k eR

Questoes Multiplas

1. Considera a retar de equagdo (x,y,z)=(—-1,0,2)+k(—1,m,2),keR eoplanoa definido por
2x —y +2z=3. Aretar é paralela ao plano a para que valor de m?

(A) m=2 (B) m=1 (C) m=-2 (D) qualquer

2. Num referencial 0.n. Oxyz, considera o plano o0 de equagdo x+y =4.

O plano a é:
(A) paralelo ao plano xOy (B) perpendicular ao plano xOy

(C) paralelo ao eixo Ox (D) perpendicular ao eixo Ox.

X z+1
3. Num referencial 0.n. Oxyz, o ponto de interseccdo dareta r: —2: 2—-y= > com o plano xOz tem as

coordenadas:
(A) (1,0,5) (B (-3,0,1) (© (-3,0,5) (D) (-3,2,5)
4. Num referencial o.n. Oxyz, consideraareta r: gz % =z e oplano a: 2x+3y+z=0.
A posi¢do da reta r relativamente ao plano o é:
(A) r estdcontidaem o (B) r éparalela a a
(C) r é secante ndo perpendiculara o (D) ré perpendiculara o

5. Num referencial o0.n. Oxyz, as retas AB e r sdo paralelas.

e Ovetor AB tem coordenadas (—2,m,3)

x=1 z
e Aretar é definida pela condi¢do 5 y =— 3
O valor dem é:
1
(A) -1 (B) _§ (C) 0 (D) 1 Questio 1 2 3 4 5

Resposta A B c D A
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